
Передмова
Посiбник ґрунтується на курсi електродинамiки, який

викладався протягом багатьох рокiв студентам фiзичного фа-
культету Днiпропетровського нацiонального унiверситету. Ви-
дання допоможе студентам у засвоєннi основних понять та за-
конiв спецiальної теорiї вiдносностi, релятивiстської механiки
й електродинамiки та формуваннi навичок їх застосування до
вирiшення практичних проблем. Вважається, що студентам вi-
домi необхiднi поняття векторної алгебри та теоретичної меха-
нiки. Для розумiння матерiалу посiбника достатньо вiдомостей,
одержаних у загальному курсi електродинамiки.

1. Перетворення Лоренца

Розглянемо двi iнерцiальнi системи вiдлiку K i K ′. Нехай
перша – лабораторна – нерухома, а друга рухається зi сталою
швидкiстю V вiдносно неї. Вважатимемо осi OX i OX ′ декар-
тових координат обох систем спрямованими вздовж напрямку
швидкостi (рисунок).
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Двi iнерцiальнi системи вiдлiку,

що рухаються з вiдносною швидкiстю V

Також вiзьмемо, що в момент, коли початки систем збi-
гаються (r = r′ = 0), годинники показують час t = t′ = 0. Пе-
ретворення Лоренца встановлюють зв’язок мiж координатами
певної подiї в лабораторнiй K i рухомiй K ′ системах вiдлiку:

t = γ

(

t′ +
V

c2
x′

)

, x = γ(x′ + V t′), y = y′, z = z′,

γ =
1

√

1 − V 2/c2
. (1.1)
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Обернене перетворення вiд лабораторної системи до рухомої
знайдемо замiною V → −V i штрихованих координат на не-
штрихованi, оскiльки в системi K ′ лабораторна система K ру-
хається в бiк, протилежний швидкостi V :

t′ = γ

(

t −
V

c2
x

)

, x′ = γ(x − V t), y′ = y, z′ = z. (1.2)

Приклад 1.1. Довжина рухомого стрижня визначається
множенням його швидкостi V на час τ проходження стрижня
повз точку, де знаходиться спостерiгач. Знайти вимiряну дов-
жину рухомого стрижня, якщо у власнiй системi вiдлiку його
довжина l0.

Вимiрювання довжини стрижня складається з двох по-
дiй: перший кiнець стрижня порiвнявся зi спостерiгачем (подiя
1); другий кiнець стрижня порiвнявся зi спостерiгачем (подiя
2). Виберемо систему вiдлiку спостерiгача K таким чином, щоб
вiн знаходився на початку координат, подiї 1 вiдповiдав час
t = 0, а стрижень рухався вздовж осi x. Тодi координати подiй
у системi вiдлiку K матимуть вигляд:

подiя 1: t = 0, x = 0; подiя 2: t = τ, x = 0.

Оберемо власну систему вiдлiку стрижня (K ′) таким чи-
ном, щоб той його кiнець, що першим порiвняється зi спосте-
рiгачем, знаходився на початку координат, подiї 1 вiдповiдав
час t′ = 0, вiсь x′ була спрямована вздовж стрижня, причому
її напрямок збiгався з напрямком осi x системи вiдлiку K. То-
дi координати подiй у системi вiдлiку K ′ будуть мати такий
вигляд:

подiя 1: t′ = 0, x′ = 0; подiя 2: t′ = τ ′, x′ = −l0.

Для обраних систем вiдлiку K, K ′ координати будь-якої
подiї зв’язанi перетвореннями Лоренца (1.2):

t′ = γ

(

t −
V

c2
x

)

, x′ = γ (x − V t) , γ = 1/
√

1 − V 2/c2.
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Координати подiї 1 задовольняють перетворення Лорен-
ца тотожно. Пiдставимо до перетворень Лоренца координати
подiї 2:

τ ′ = γτ, −l0 = −γ V τ.

Оскiльки V τ є вимiряна довжина стрижня l,

l0 = γ l, l = l0
√

1 − V 2/c2.

Таким чином, у процесi вимiрювання довжини рухомого стри-
жня спостерiгається лоренцеве скорочення.

Приклад 1.2. У деякiй системi вiдлiку K в однiй точцi
простору вiдбуваються двi подiї, мiж якими проходить час τ0.
Визначити час мiж цими подiями в системi вiдлiку спостерiга-
ча, який рухається зi швидкiстю V .

Оберемо систему координат K таким чином, щоб подiї
вiдбувалися на початку координат, а спостерiгач рухався вздовж
осi x. Нехай подiї 1 вiдповiдає час t = 0. Тодi координати подiй
у системi вiдлiку K будуть мати вигляд:

подiя 1: t = 0, x = 0; подiя 2: t = τ0, x = 0.

Оберемо систему вiдлiку спостерiгача K ′ таким чином,
щоб початок координат знаходився в точцi, де вiдбувається по-
дiя 1, причому подiї 1 вiдповiдає час t′ = 0, а вiсь x′ спрямована
вздовж осi x системи вiдлiку K. Тодi координати подiй у сис-
темi вiдлiку спостерiгача K ′ матимуть вигляд:

подiя 1: t′ = 0, x′ = 0; подiя 2: t′ = τ ′, x′ = x′

2,

де τ ′ – час мiж подiями в цiй системi вiдлiку. Координати будь-
якої подiї в системах K, K ′ зв’язанi перетвореннями (1.2):

t′ = γ

(

t −
V

c2
x

)

, x′ = γ (x − V t) , γ = 1/
√

1 − V 2/c2.

Координати подiї 1 задовольняють перетворення Лоренца то-
тожно. Пiдставимо до цих перетворень координати подiї 2:

τ ′ = γ τ, x′

2 = −γ V τ.
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Звiдси знайдемо
τ ′ = τ/

√

1 − V 2/c2.

Таким чином, для рухомого спостерiгача мiж подiями прохо-
дить бiльше часу, нiж у системi вiдлiку, де подiї вiдбуваються
в однiй точцi простору.

Приклад 1.3. Нерухоме джерело свiтла випромiнює си-
гнали з перiодом τ0. Iз яким перiодом τ надходять сигнали до
спостерiгача, що рухається в напрямку джерела зi швидкiстю
V (ефект Доплера)?

Для визначення iнтервалiв часу мiж випромiнюванням та
прийомом сигналiв розглянемо чотири подiї: випромiнювання
першого сигналу (подiя 1); випромiнювання другого сигналу
(подiя 2); прийом першого сигналу (подiя 3); прийом другого
сигналу (подiя 4).

Оберемо власну систему вiдлiку джерела K таким чином,
щоб джерело знаходилося на початку координат, а спостерiгач
рухався вздовж осi x. Нехай подiї 1 вiдповiдає час t = 0. Тодi
координати подiй у системi вiдлiку K матимуть вигляд:

подiя 1: t = 0, x = 0; подiя 2: t = τ0, x = 0;

подiя 3: t = t3, x = x3; подiя 4: t = t4, x = x4.

Оскiльки спостерiгач рухається до джерела вздовж на-
прямку осi x, координати x3 < 0 та x4 < 0. Координата x3

описує положення в момент часу t3 того свiтлового сигналу,
що вийшов iз початку координат у момент часу t = 0 та ру-
хався проти осi x зi швидкiстю c. Тому x3 = −c t3. Аналогiчно
одержуємо x4 = −c (t4 − τ0). Подiї 3 та 4 вiдповiдають спосте-
рiгачу, який рухається в напрямку осi x зi швидкiстю V . Тому
x4−x3 = V (t4−t3). Виражаючи x3, x4 та t4 через t3, знаходимо
таке:

подiя 3: t = t3, x = −c t3;

подiя 4: t = t3 +
τ0

1 + V/c
, x = −c t3 +

V τ0

1 + V/c
.
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Виберемо систему вiдлiку спостерiгача K ′ таким чином,
щоб вона рухалася вiдносно системи K вздовж напрямку осi
x, а початки координат обох систем збiгались у початковi мо-
менти часу. Тодi координати будь-якої подiї в системах K i K ′

будуть зв’язанi перетвореннями Лоренца (1.2):

t′ = γ

(

t −
V

c2
x

)

, x′ = γ (x − V t) , γ = 1/
√

1 − V 2/c2.

Оскiльки нас цiкавить час мiж подiями 3 та 4, обчислимо
за допомогою перетворень Лоренца моменти часу, коли вiдбу-
ваються цi подiї:

подiя 3: t′ = γ t3

(

1 +
V

c

)

;

подiя 4: t′ = γ t3

(

1 +
V

c

)

+ γ
τ0

1 + V/c

(

1 −
V 2

c2

)

.

Звiдси визначаємо iнтервал часу, iз яким будуть надходити сиг-
нали до спостерiгача:

τ = γ τ0

(

1 −
V

c

)

= τ0

√

1 − V/c

1 + V/c
.

Це є вiдома формула ефекту Доплера.

Задачi для самостiйної роботи

1. Нерухоме джерело свiтла випромiнює сигнали з iнтер-
валом часу τ0. Iз яким iнтервалом часу τ будуть надходити
сигнали до спостерiгача, що рухається в напрямку вiд джерела
зi швидкiстю V (ефект Доплера)?

2. У системi вiдлiку K два нерухомих стрижнi утворюють
кут θ. Система вiдлiку K ′ рухається вздовж одного зi стрижнiв
iз великою швидкiстю V . Який кут мiж стрижнями спостерi-
гається в системi вiдлiку K ′?

3. Два стрижнi з власною довжиною l0 рухаються назу-
стрiч один одному в лабораторiї зi швидкiстю v кожен. Чому
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дорiвнюють довжина й швидкiсть одного масштабу вiдносно
iншого?

4. Два стрижнi з власною довжиною l0 рухаються зi швид-
костями v1 вздовж осi OX i v2 вздовж осi OY вiдповiдно. Зна-
йти довжину рухомих стрижнiв вiдносно систем вiдлiку кожно-
го з них.

5. Записати перетворення координат i часу, яке можна
подати як результат двох послiдовних перетворень Лоренца:
а) рух системи вiдлiку вздовж осi OX зi швидкiстю Vx; б) рух
системи вiдлiку вздовж осi OY зi швидкiстю Vy.

6. Навести перетворення координат i часу, що його можна
подати як результат двох послiдовних перетворень Лоренца:
а) рух системи вiдлiку вздовж осi OX зi швидкiстю Vx; б) обер-
тання системи вiдлiку навколо осi OZ на кут α.

7. Записати перетворення координат i часу, яке можна
подати як результат двох послiдовних перетворень Лоренца:
а) рух системи вiдлiку вздовж осi OY зi швидкiстю V ; б) обер-
тання системи вiдлiку навколо осi OX на кут α.

2. Чотиривимiрнi вектори

Чотиривимiрним вектором (чотиривектором) називається
фiзична величина, задана в кожнiй системi вiдлiку набором
своїх координат aµ = (a0, a

1, a2, a3), якi в разi переходу вiд однi-
єї системи до iншої перетворюються як компоненти радiуса-
вектора xµ = (x0 = ct, x1, x2, x3). Наприклад, у випадку пере-
творень Лоренца (1.2) вiд системи K до K ′

(a′)0 = a0
1

√

1 − V 2/c2
−

V

c

x1

√

1 − V 2/c2
,

(a′)1 = a1
1

√

1 − V 2/c2
−

V

c

a0

√

1 − V 2/c2
,

(a′)2 = a2, (a′)3 = a3. (2.1)

Те саме стосується тривимiрних обертань. Записанi компоненти
називаються контраварiантними, ми ототожнюємо їх iз фiзи-
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чними компонентами. Iнварiантним квадратом чотиривимiрно-
го вектора є

(a′)2 = a2 = (a0)2 − (a1)2 − (a2)2 − (a3)2. (2.2)

Поряд iз контраварiантними («верхнiми») компонентами
чотиривимiрного вектора введемо коварiантнi («нижнi») ком-
поненти aµ, зв’язанi з фiзичними компонентами спiввiдноше-
ннями a0 = a0, a1 = −a1, a2 = −a2, a3 = −a3. Доцiльнiсть
їх уведення полягає в збереженнi правила Ейнштейна про пiд-
сумовування за повторюваним iндексом. Вважається, що пiд-
сумовування за iндексом у чотиривимiрнiй геометрiї завжди
здiйснюється за верхнiм i нижнiм iндексами, коли вони повто-
рюються:

a2 =
∑

µ

aµaµ = aµaµ = aµaµ. (2.3)

Порядок iндексiв пiдсумовування неiстотний. Зокрема, у цих
позначеннях квадрат iнтервалу набуває вигляду

s2 = xµxµ = xµxµ, (2.4)

а iнварiантний скалярний добуток чотиривимiрних векторiв Aµ

i Bµ записується як

AB = A0B0 − A1B1 − A2B2 − A3B3 = AµBµ = AµBµ. (2.5)

Перелiчуючи компоненти чотиривимiрних векторiв, буде-
мо застосовувати скороченi позначення aµ = (a0, ai) = (a0,a),
видiляючи нульову й просторовi компоненти.

Для запису зв’язку мiж верхнiми та нижнiми компонен-
тами вводиться метричний тензор, який у кожнiй системi ко-
ординат має однаковий вигляд:

gµν =







1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1






, gµν =







1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1






.

(2.6)
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Згортка двох метричних тензорiв gµλgλν , як це видно з формул
(2.6), дає чотиривимiрний одиничний тензор

δµ
ν =







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






. (2.7)

Пiднiмання й опускання iндексiв векторiв здiйснюються
за допомогою метричного тензора:

aµ = gµνaν , aµ = gµνa
ν . (2.8)

Згортка з δ-символом, як i випадку тривимiрного простору, пе-
реназиває iндекс:

δµ
ν aν = aµ, δν

µaν = aµ. (2.9)

Вiдповiдно скалярний добуток двох чотиривимiрних векторiв
aµ, bµ може бути записаний одним з еквiвалентних способiв:

ab = gµνa
µbν = gµνaµbν = δν

µaµbν = δµ
ν aµbν . (2.10)

Зокрема, за допомогою даного правила квадрат елемента iн-
тервалу записується так:

ds2 = (dx0)2 − (dr)2 = gµνdxµdxν = gµνdxµdxν , (2.11)

що є основною квадратичною формою релятивiстської теорiї.
Контраварiантнi компоненти вектора aµ можна записати

як вектор-стовпець. Перетворення Лоренца (2.1) можна тодi
записати в матричному виглядi: a′µ = Λµ

νa
ν , уводячи матрицю

перетворень Λµ
ν з одним верхнiм i одним нижнiм iндексами й

застосовуючи стандартне правило множення матриць (рядок×
×стовпець).

Чотиривимiрним тензором другого рангу називається фi-
зична величина, задана в кожнiй системi вiдлiку своїми 16 ком-
понентами, якi в разi переходу мiж системами вiдлiку перетво-
рюються як добуток компонент чотиривимiрних векторiв:

T ′µν = Λµ
λΛν

ρT
λρ. (2.12)
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Одночасно з контраварiантними компонентами T µν , якi ми ото-
тожнюємо з фiзичними, можна побудувати коварiантнi компо-
ненти Tµν i мiшанi T ν

µ . Кожний iндекс тензора перетворюється
як компоненти вектора. Таким чином, найпростiший тензор –
прямий добуток компонент двох векторiв. Аналогiчно визнача-
ється контраварiантний тензор будь-якого рангу:

T ′µνλ... = Λµ
µ′Λν

ν′Λλ
λ′ . . . Tµ′ν′λ′..., (2.13)

а також тензори довiльного типу.
Як i в тривимiрному просторi, у часi-просторi можна вве-

сти повнiстю антисиметричний тензор четвертого рангу εµνλσ.
Його компоненти однаковi в усiх системах координат. За визна-
ченням ε0123 = 1, звiдки решту ненульових контраварiантних
компонент одержують, переставляючи сусiднi iндекси й змiню-
ючи знак на протилежний. Коварiантнi компоненти одержують
за допомогою опускання iндексiв вiдповiдно до стандартного
правила (2.8), наприклад ε0123 = −1.

Приклад 2.1. Знайти загальнi властивостi матриць пе-
реходу мiж iнерцiальними системами вiдлiку, використовуючи
iнварiантнiсть iнтервалу.

Iнварiантнiсть iнтервалу означає gµνdxµdxν = gµνdx′

µdx′

ν .
Оскiльки x′µ = Λµ

νx
ν , для будь-яких подiй має виконуватися

тотожнiсть
gµνdxµdxν = gµνΛµ

αΛν
βdxαdxβ .

Звiдси, замiнивши в лiвiй частинi µ → α, ν → β, одержимо

gαβ = gµνΛµ
αΛν

β .

Останнє спiввiдношення можна переписати у виглядi

ΛµαΛµβ = δβ
α,

або, зважаючи на комутативнiсть матрицi з оберненою матри-
цею, у виглядi

ΛαµΛβµ = δβ
α.
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Приклад 2.2. Показати, що метричний тензор має одна-
ковий вигляд у всiх iнерцiальних системах координат.

Застосуємо закон перетворення компонент тензора для
gµν :

(g′)µν = Λµ
αΛν

β gαβ = Λµ
αΛνα = gµβΛβαΛνα.

Використовуючи результат задачi 2.1, маємо

(g′)µν = gµβδν
β = gµν .

Отже, у разi переходу до iншої iнерцiальної системи вiдлiку
метричний тензор не змiнюється.

Приклад 2.3. Показати, що компоненти ∂/∂xµ утворю-
ють коварiантний чотиривимiрний вектор.

Розглянемо довiльну скалярну функцiю чотиривимiрних
координат φ(x) = φ′(x′). Її диференцiал є теж скаляр i дорiвнює

dφ =
∂φ

∂xµ
dxµ.

Оскiльки dxµ є контраварiантний вектор, а dφ є iнварiант, то
з властивостей перетворень Лоренца випливає, що компоненти
∂/∂xµ повиннi перетворюватися як компоненти коварiантного
вектора

∂

∂xµ
= ∇µ =

(

1

c

∂

∂t
,∇

)

,

де ∇ позначає звичайний тривимiрний градiєнт. Тодi похiднi за
коварiантними компонентами ∂/∂xµ перетворюються як ком-
поненти контраварiантного вектора

∂

∂xµ
= ∇µ =

(

1

c

∂

∂t
,−∇

)

.

Задачi для самостiйної роботи

1. Довести, що оператор д’Аламбера є релятивiстськи iн-
варiантний.
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2. Довести, що властивiсть поперечностi електромагнiт-
них хвиль не залежить вiд системи вiдлiку.

3. Довести прямим обчисленням, що калiбрувальна умова
Лоренца для потенцiалiв електромагнiтного поля є релятивiст-
ськи iнварiантна.

4. Довести прямим обчисленням, що рiвняння неперерв-
ностi є релятивiстськи iнварiантне спiввiдношення.

5. Довести релятивiстську iнварiантнiсть скалярного до-
бутку двох чотиривимiрних векторiв.

3. Релятивiстська кiнематика

Чотиривимiрнi вектори й тензори дозволяють дати ви-
значення динамiчних змiнних у релятивiстськiй теорiї i вста-
новити зв’язок мiж вiдповiдними тривимiрними змiнними, якi
вводяться за допомогою вимiрювань у фiксованих системах
вiдлiку. У теорiї вiдносностi єдиним iнварiантним параметром,
що вiдповiдає часу, є власний час дослiджуваної частинки. Йо-
го диференцiал мiж двома послiдовними подiями в ходi еволю-
цiї частинки дорiвнює

dτ =
ds

c
= dt

√

1 −
v2(t)

c2
, (3.1)

де ds – вiдповiдний диференцiал iнтервалу. У власнiй системi
швидкiсть частинки дорiвнює нулю й промiжок власного часу
збiгається з промiжком часу в системi, миттєво супутнiй до час-
тинки. Промiжок власного часу dτ , обчислений за формулою
(3.1), є iнварiантний (однаковий) для будь-яких iнерцiальних
систем вiдлiку, тодi як промiжок часу dt рiзний.

Чотиривимiрна швидкiсть визначається як

uµ =
dxµ

dτ
. (3.2)

Оскiльки власний час – iнварiант, а xµ – вектор, то uµ – також
вектор. Чотиривимiрним прискоренням називається вектор

wµ =
duµ

dτ
=

d2xµ

dτ2
. (3.3)
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Явний вираз компонент векторiв uµ, wµ залежить вiд вибору
системи координат. Наприклад, пiдставляючи в рiвняння (3.2)
компоненти xµ = (ct, r), знаходимо компоненти чотиривимiрної
швидкостi:

uµ =

(

dx0

dτ
,

dr

dτ

)

=

(

c
√

1 − v2/c2
,

v
√

1 − v2/c2

)

. (3.4)

Вiдзначимо основнi властивостi чотиривимiрної швидко-
стi. Її чотиривимiрний квадрат

uµuµ = (u0)2 − u2 = c2. (3.5)

Таким чином, не всi компоненти швидкостi незалежнi, одна з
них може бути виражена через три iнших. Обчислюючи по-
хiдну за параметром власного часу вiд цього спiввiдношення,
одержимо

d

dτ
(uµuµ) = 2

duµ

dτ
uµ = 0, (3.6)

що є умовою ортогональностi чотиривимiрних векторiв швид-
костi й прискорення.

Приклад 3.1. Знайти закон перетворення швидкостi в
релятивiстськiй теорiї.

Застосовуючи загальнi правила перетворень чотириви-
мiрних векторiв (2.1), запишемо закон перетворення компонент
чотиривимiрної швидкостi:

u′0 =
u0 − (V/c)u1

√

1 − V 2/c2
, u′1 =

u1 − (V/c)u0

√

1 − V 2/c2
, u′2 = u2, u′3 = u3.

де V – швидкiсть системи K ′ вiдносно системи K (див. рису-
нок). Компоненти чотиривимiрної швидкостi (3.4) визначаю-
ться швидкостями частинки в системах K i K ′ вiдповiдно.
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Iз формули (3.4) знаходимо, що швидкiсть частинки в
будь-якiй системi вiдлiку може бути обчислена як

vi = c
ui

u0
.

Звiдси одержуємо швидкiсть у системi вiдлiку K ′:

v′

x = c
u′1

u′0
= c

u1 − (V/c)u0

u0 − (V/c)u1
=

vx − V

1 − vxV/c2
,

v′

y = c
u′2

u′0
=

vy

√

1 − V 2/c2

1 − vxV/c2
, v′

z = c
u′3

u′0
=

vz

√

1 − V 2/c2

1 − vxV/c2
.

Ця задача демонструє загальну процедуру використання
чотиривимiрних величин для знаходження законiв перетворе-
ння зв’язаних iз ними звичайних тривимiрних величин.

Приклад 3.2. Обчислити компоненти чотиривимiрного
прискорення. Знайти закон перетворення тривимiрного при-
скорення.

Для обчислення компонент чотиривимiрного прискорен-
ня wµ = (w0, wi) пiдставимо компоненти (3.4) у визначення
(3.3). Пiсля нескладних обчислень одержимо

wµ =

(

a · v

c(1 − v2/c2)2
,

a

1 − v2/c2
+

v(a · v)

c2(1 − v2/c2)2

)

,

де a = dv/dt – тривимiрне прискорення. Ми також використа-
ли спiввiдношення d(v2/c2)/dt = 2/c2(v · dv/dt). Як бачимо, у
власнiй системi v = 0 i чотиривимiрне прискорення збiгається
з тривимiрним прискоренням a. У загальному випадку просто-
ровi компоненти чотиривимiрного прискорення не колiнеарнi
вектору a. Тривимiрне прискорення a можна знайти через вi-
домi компоненти wµ як

ai =
(

1 − v2/c2
)

(

wi −
viw0

c

)

.
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Для обчислення компонент тривимiрного прискорення в
рухомiй системi K ′

a′i =
(

1 − v′2/c2

)

(

w′i −
v′iw′0

c

)

необхiдно застосувати до wµ перетворення Лоренца (2.1) та
знайти w′µ через швидкiсть та прискорення в нерухомiй сис-
темi. При цьому також треба застосувати закон перетворен-
ня швидкостi з задачi 3.1. Остаточний результат пропонується
отримати самостiйно.

Приклад 3.3. У лабораторнiй системi вiдлiку знаходи-
ться нерухоме джерело, яке випромiнює фотони рiвномiрно в
усiх напрямках. Знайдiть кутовий розподiл потоку фотонiв у
рухомiй системi вiдлiку.

Кутовий розподiл потоку частинок ρ є вiдношенням кiль-
костi частинок, що вилiтають за одиницю часу в малий тiле-
сний кут, до цього тiлесного кута.

Позначимо лабораторну систему K, а рухому – K ′. Спря-
муємо осi z та z′ уздовж напрямку руху K ′. Напрямок у про-
сторi задамо двома кутами сферичної системи координат – θ,
ϕ.

Нехай за промiжок часу τ джерело випромiнює N фото-
нiв. Оскiльки повний тiлесний кут є 4π, в елемент тiлесного
кута dΩ = sin θ dθ dϕ, розташованого в напрямку θ, ϕ, потра-
плять dN = N dΩ/(4π) фотонiв. Вiдповiдний кутовий розподiл
має вигляд

ρ =
dN

τ dΩ
=

N

4πτ
.

Швидкiсть фотонiв у розглянутому тiлесному кутi є

v = (c sin θ cosϕ, c sin θ sin ϕ, c cos θ).

У системi K ′ розглянутi фотони випромiнюються за час τ ′ =
= τ/

√

1 − V 2/c2 i рухаються в напрямку θ′, ϕ′ зi швидкiстю

v′ = (c sin θ′ cos ϕ′, c sin θ′ sin ϕ′, c cos θ′),
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де явно врахована незмiннiсть величини швидкостi свiтла в усiх
iнерцiальних системах вiдлiку. Таким чином,

cos θ′ = v′

z/c, tg ϕ′ = v′

y/v
′

x.

Водночас v′ зв’язана з v перетвореннями iз задачi 3.1, у яких
треба замiнити x → z, z → x:

v′

z =
vz − V

1 − vzV/c2
=

c cos θ − V

1 − cos θ V/c
,

v′

x,y =
vx,y

√

1 − V 2/c2

1 − vzV/c2
=

c sin θ
√

1 − V 2/c2

1 − cos θ V/c
(cos ϕ, sin ϕ).

Звiдси знаходимо, що в системi K ′ фотони рухаються в напрям-
ку

cos θ′ =
cos θ − V/c

1 − cos θ V/c
, tg ϕ′ = tg ϕ

в елементi тiлесного кута

dΩ′ = sin θ′ dθ′ dϕ′ =
d cos θ′

d cos θ
dΩ =

1 − V 2/c2

(1 − cos θ V/c)2
dΩ.

Вiдповiдний кутовий розподiл фотонiв

ρ′ =
dN

τ ′ dΩ′
=

N(1 − cos θ V/c)2

4πτ
√

1 − V 2/c2
=

ρ
(

1 − V 2/c2
)3/2

(1 + cos θ′ V/c)2
,

де ми виразили cos θ через cos θ′. Як видно, в рухомiй системi
вiдлiку кутовий розподiл є неоднорiдний. Оскiльки в системi
K ′ свiтлове джерело рухається в напрямку θ′ = π, то потiк
фотонiв буде найбiльш щiльним у напрямку руху джерела та
найменш щiльним у протилежному до руху джерела напрямку.

Задачi для самостiйної роботи

1. Два тiла рухаються зi швидкостями v1 i v2 = v1/2 пiд
кутом α одне до одного в лабораторнiй системi вiдлiку. Знайти
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швидкiсть другого тiла вiдносно системи вiдлiку, зв’язаної з
першим тiлом.

2. Два тiла рухаються в лабораторнiй системi вiдлiку зi
швидкостями v1 i v2 = v1/2 пiд кутом π/2. Чому дорiвнюють
швидкостi цих тiл у системi K ′, яка рухається вздовж напрям-
ку v1 зi швидкiстю v3 = 2v1?

3. Нерухоме джерело випромiнює за одиницю часу N час-
тинок зi швидкiстю u, кутовий розподiл яких у просторi є iзо-
тропний. Знайти кутовий розподiл потоку частинок у системi
вiдлiку, в якiй джерело рухається зi швидкiстю V .

4. У деякiй системi вiдлiку в оточуючому просторi iзо-
тропно розподiленi джерела свiтла. Як будуть розподiленi цi
джерела для спостерiгача, який рухається в цiй системi з ре-
лятивiстською швидкiстю V ?

4. Релятивiстська динамiка

Чотиривимiрний iмпульс частинки визначається як до-
буток чотиривимiрної швидкостi й маси спокою: pµ = m uµ.
Маса спокою m є релятивiстський iнварiант, тому pµ є чоти-
ривимiрний вектор. Компоненти pµ знаходяться за допомогою
компонент чотиривимiрної швидкостi (3.4):

pµ = (p0, p) =

(

m c
√

1 − v2/c2
,

mv
√

1 − v2/c2

)

. (4.1)

Компоненти pµ зв’язанi спiввiдношенням

pµpµ = (p0)2 − p2 = m2c2. (4.2)

Вектор p називають тривимiрним iмпульсом. Нульова ком-
понента чотиривимiрного iмпульсу є енергiєю тiла, подiленою
на c, p0 = E/c. Те, що енергiя E i iмпульс p складають ком-
поненти чотиривимiрного вектора, дозволяє знайти їх закони
перетворення в разi переходу (2.1) вiд однiєї системи координат
до iншої:

E ′

c
= γ

(

E

c
−

V

c
px

)

, p′

x = γ

(

px −
V

c

E

c

)

, p′

y,z = py,z.
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Рiвняння руху релятивiстської механiки записується у
виглядi

dpµ

dτ
= m

duµ

dτ
= F µ, (4.3)

який безпосередньо узагальнює другий закон Ньютона. Оскiль-
ки τ є релятивiстський iнварiант, F µ є чотиривимiрний вектор
(чотиривимiрна сила). Зв’язок мiж тривимiрними iмпульсом i
силою в будь-якiй системi вiдлiку виражається таким чином:

dp

dt
= f . (4.4)

Компоненти чотиривимiрної сили дорiвнюють

Fµ = (F 0, F) =

(

v · f

c
√

1 − v2/c2
,

f
√

1 − v2/c2

)

. (4.5)

Як тривимiрна сила f можуть розглядатися, наприклад, сила
Лоренца f = qE + (q/c)v × H або сили неелектромагнiтного
походження. Векторний характер F µ дозволяє знайти компо-
ненти тривимiрної сили в будь-якiй системi вiдлiку, якщо вони
вiдомi в однiй iз них.

Приклад 4.1. Знайти закон перетворення сили.

Розглянемо двi системи вiдлiку K i K ′, зв’язанi перетво-
реннями Лоренца (2.1). У кожнiй системi сила визначається
просторовими компонентами чотиривимiрної сили (4.5):

f = F
√

1 − v2/c2, f ′ = F′
√

1 − v′2/c2,

де v i v′ – швидкостi частинки в K i K ′ вiдповiдно.
Компоненти чотиривимiрної сили в K ′ знаходимо за до-

помогою перетворень (2.1):

(F ′)0 = γ

(

F 0 −
V

c
F 1

)

, (F ′)1 = γ

(

F 1 −
V

c
F 0

)

, F ′2,3 = F 2,3.
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Звiдси одержуємо силу

f ′ =
√

1 − v′2/c2

(

F 1 − F 0V/c
√

1 − V 2/c2
, F 2, F 3

)

.

Пiдставляючи в явному виглядi компоненти чотиривимiрної
сили (4.5), знаходимо

f ′ =

√

1 − v′2/c2

√

1 − v2/c2

(

fx − (v · f)V/c2

√

1 − V 2/c2
, fy, fz

)

.

Приклад 4.2. Тiло рухається зi швидкiстю V через газ,
в одиницi об’єму якого мiститься n повiльних частинок масою
m. Визначити тиск P газу на тiло, якщо частинки пружно вiд-
биваються вiд поверхнi тiла.

Позначимо через K ′ власну систему вiдлiку газу, а через
K – власну систему вiдлiку тiла. Спрямуємо осi x та x′ уздовж
напрямку руху K ′. Тодi цi системи вiдлiку будуть зв’язанi пе-
ретвореннями Лоренца (2.1).

Розглянемо в системi газу iнтервал часу τ ′. За цей час
тiло пройде крiзь газ вiдстань V τ ′, а елемент його поверхнi S ′,
спрямований перпендикулярно до напрямку руху, зiткнеться з
N частинками:

N = nSV τ ′,

де враховано, що S = S ′ завдяки незмiнностi координат y, z.
Розглянемо тi самi зiткнення в системi K. Вони вiдбува-

ються за iнтервал часу τ в однiй точцi простору. Враховуючи
результат задачi 1.2, знаходимо τ ′ = τ/

√

1 − V 2/c2. Оскiльки
частинки газу вважаються повiльними (v′ ' 0), кожна з них
налiтає на тiло зi швидкiстю vx ' V , vy ' 0, vz ' 0 та несе
iмпульс

px '
mV

√

1 − V 2/c2
, py ' 0, pz ' 0.
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У процесi пружного вiдбиття проекцiя iмпульсу px змiнює знак,
отже, вiд кожної частинки тiло одержує iмпульс 2px. Таким чи-
ном, протягом часу τ елемент поверхнi тiла S одержує iмпульс

∆px = 2
mV

√

1 − V 2/c2

nSV τ
√

1 − V 2/c2
.

Це означає, що на цей елемент дiє сила

fx =
∆px

τ
=

2mV 2nS

1 − V 2/c2
,

що створює тиск

P =
|fx|

S
=

2mV 2n

1 − V 2/c2
.

Задачi для самостiйної роботи

1. Нерухоме джерело випромiнює свiтло з частотою ω0

рiвномiрно в усiх напрямках. Знайти частоту свiтла залежно
вiд напрямку в просторi в системi вiдлiку, яка рухається зi
швидкiстю V вiдносно джерела. Визначити кутовий розподiл
iнтенсивностi свiтла в рухомiй системi вiдлiку (енергiя, що пе-
реноситься свiтлом за одиницю часу в малому тiлесному кутi,
вiднесена до цього тiлесного кута). Енергiя фотона зв’язана з
частотою формулою Ейнштейна E = h̄ω, маса спокою фотона
m = 0.

2. Частинка масою m обертається зi швидкiстю v на орбiтi
радiуса R. Знайти силу, що дiє на частинку у власнiй системi
вiдлiку.

3. Визначити силу, що дiє на заряд q, який рухається в
системi K зi швидкiстю v вздовж осi OX, якщо в системi, де
заряд нерухомий, вiн знаходиться в постiйному електричному
полi Ex = E0 = const.

4. Частинка з зарядом q рухається в лабораторiї зi швид-
кiстю v у магнiтному полi H = const перпендикулярно до лiнiй
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поля. Знайти силу, що дiє на частинку у власнiй системi вiдлi-
ку.

5. Частинка з зарядом q рухається в лабораторiї зi швид-
кiстю v у магнiтному полi H = const пiд кутом α до лiнiй поля.
Знайти силу, що дiє на частинку у власнiй системi вiдлiку.

5. Зiткнення релятивiстських частинок

Для замкнених систем унаслiдок однорiдностi часу-прос-
тору й iзотропiї простору зберiгаються енергiя, iмпульс та мо-
мент iмпульсу. Цi величини є адитивнi, тобто енергiя, iмпульс
та момент iмпульсу системи дорiвнюють сумi вiдповiдних вне-
скiв вiд окремих частинок.

Процеси розпаду та розсiяння частинок регулюються за-
конами збереження енергiї й iмпульсу для замкнених систем.
У релятивiстськiй теорiї енергiя та iмпульс утворюють компо-
ненти чотиривимiрного вектора pµ = (p0 = E/c,p) для кожної
частинки, тому закон збереження енергiї-iмпульсу для процесiв
розсiяння запишемо у виглядi

∑

a

pµ
a =

∑

a′

p′

a′

µ,

де pµ
a – чотиривимiрний iмпульс частинки з номером «a» до зi-

ткнення i зi штрихованими iндексами – пiсля зiткнення. Кiль-
кiсть частинок може змiнюватися в процесi реакцiї.

Приклад 5.1. У лабораторiї початкова частинка з масою
m та iмпульсом p розпадається на двi частинки. Перша має
масу m1, iмпульс p1 i вилiтає пiд кутом θ1 до напрямку руху
початкової частинки. Знайти масу m2 другої частинки.

Iз закону збереження енергiї-iмпульсу знайдемо чотири-
вимiрний iмпульс другої частинки: pµ

2
= pµ − pµ

1
. Оскiльки ма-

са, енергiя та iмпульс частинки зв’язанi спiввiдношенням (4.2),
формула для визначення маси другої частинки матиме вигляд

m2

2c
2 = pµ

2
p2µ = pµpµ + pµ

1
p1µ − 2pµ

1
pµ = (m2 + m2

1)c
2 − 2pµ

1
pµ.
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Скалярний добуток pµ
1
pµ у правiй частинi обчислимо в лабора-

торнiй системi вiдлiку:

pµ
1
pµ =

EE1

c2
− p · p1 =

√

p2 + m2c2

√

p2
1
+ m2

1
c2 − p p1 cos θ1.

Приклад 5.2. Довести, що випромiнювання фотона вiль-
ним електроном у вакуумi неможливе вiдповiдно до закону збе-
реження енергiї-iмпульсу.

Нехай iндекси «0», «1» i «2» позначають випромiнений
фотон, початковий електрон та кiнцевий електрон вiдповiдно.
Оскiльки вiльний електрон до та пiсля випромiнювання фото-
на має сталi iмпульс та енергiю, запишемо закон збереження
енергiї-iмпульсу pµ

1
= pµ

2
+ pµ

0
i знайдемо з нього чотиривимiр-

ний iмпульс фотона: pµ
0

= pµ
2
− pµ

1
.

Фотон має нульову масу спокою, тому згiдно з формулою
(4.2)

pµ
0
p0µ = pµ

1
p1µ + pµ

2
p2µ − 2pµ

1
p2µ = 2m2c2 − 2pµ

1
p2µ = 0,

де m – маса електрона. Таким чином, закон збереження енергiї-
iмпульсу вимагає, щоб pµ

1
p2µ = m2c2. Скалярний добуток pµ

1
p2µ

обчислимо, наприклад, у власнiй системi вiдлiку початкового
електрона. У цiй системi p1 = 0, E1 = mc2. Звiдси одержимо

pµ
1
p2µ =

E1E2

c2
= mc

√

p2
2
+ m2c2 ≥ m2c2.

Як видно, закон збереження енергiї-iмпульсу виконується лише
за умови p2=0. Отже, пiсля випромiнювання фотона iмпульс
електрона залишиться незмiнним (p2 = p1 = 0). Оскiльки при
цьому фотон матиме нульовi iмпульс та енергiю, то вiн не iснує.
Таким чином, випромiнювання фотона вiльним електроном у
вакуумi суперечить закону збереження енергiї-iмпульсу i є не-
можливе.

Задачi для самостiйної роботи

1. Частинка масою m0 розпадається на льоту на двi час-
тинки масами m1 i m2, що летять вперед i назад уздовж швид-
костi руху V . Знайти енергiї частинок у лабораторiї.
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2. Частинка масою m0 летить у лабораторiї зi швидкiстю
V i розпадається на льоту на двi частинки масами m1 i m2, якi
у власнiй системi вiдлiку летять у протилежнi боки перпен-
дикулярно до напрямку швидкостi. Знайти енергiї частинок у
лабораторнiй системi вiдлiку.

3. Фотон частотою ω розсiюється на нерухомому зарядi
масою m пiд кутом розсiяння θ. Визначити частоту розсiяного
фотона.

4. Два тiла масами m1 i m2 рухаються назустрiч одне
одному зi швидкостями v1 i v2, кут мiж якими в лабораторнiй
системi дорiвнює α. Пiсля зiткнення тiла злипаються й далi
рухаються як цiле. Знайти швидкiсть утвореного тiла.

5. Частинка масою m0 рухається в лабораторнiй системi
зi швидкiстю v i розпадається на двi частинки масами m1 i
m2, якi летять вперед i назад уздовж напрямку руху. Знайти
енергiї частинок у лабораторнiй системi.

6. Визначити частоту фотона, що випромiнюється неру-
хомим збудженим ядром масою M , якщо енергiя збудження
ядра дорiвнює ∆W .

6. Перетворення поля

Електромагнiтне поле як фiзичний об’єкт чотиривимiр-
ного часу-простору являє собою тензор другого рангу. Контра-
варiантнi компоненти тензора електромагнiтного поля мають
вигляд

Fµν =







0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Hz Hy

Ey Hz 0 −Hx

Ez −Hy Hx 0






. (6.1)

Нульовий рядок i нульовий стовпець дають компоненти еле-
ктричного поля, а просторовi компоненти – проекцiї магнiтно-
го поля на осi декартових координат. У рiзних системах вiдлiку
компоненти тензора описують електричне або магнiтне поле. Iз
тензорного характеру поля також випливає, що поняття «еле-
ктричне поле», «магнiтне поле» є вiдноснi.
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У разi переходу мiж iнерцiальними системами вiдлiку
компоненти тензора поля перетворюються згiдно з законом

F ′µν = Λµ
αΛν

βFαβ , (6.2)

де Λν
β – матриця перетворень Лоренца (x′ν = Λν

βxβ). Формулу

(6.2) можна переписати в матричному виглядi: F ′ = ΛFΛT.

Приклад 6.1. Знайти електромагнiтне поле, що ство-
рюється нескiнченним прямолiнiйним струмом силою I, знаю-
чи електричне поле нерухомої нескiнченної прямолiнiйної за-
рядженої нитки.

Позначимо лабораторну систему вiдлiку через K. Вибе-
ремо вiсь x, спрямовану вздовж струму нитки. Нехай система
K ′ рухається зi швидкiстю V в напрямку струму i є супутня до
зарядiв струму. Оскiльки в системi K ′ заряди нерухомi, магнi-
тне поле вiдсутнє, а електричне поле вiдоме з електростатики,
то

E′ =

(

0,
2q′y′

y′2 + z′2
,

2q′z′

y′2 + z′2

)

, H′ = 0,

де q′ – заряд одиницi довжини нитки. Таким чином, тензор
поля набуває вигляду

F ′µν =
2q′

y′2 + z′2







0 0 −y′ −z′

0 0 0 0
y′ 0 0 0
z′ 0 0 0






.

Перехiд вiд системи K ′ до K описується перетвореннями Ло-
ренца (1.1). Вiдповiдна матриця перетворень

Λ̃µ
ν =







γ γV/c 0 0
γV/c γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1






, γ =

1
√

1 − V 2/c2
.
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Згiдно з законом перетворення тензора поля F = Λ̃F ′Λ̃T

знаходимо компоненти тензора в системi K:

Fµν =
2q′γ

y2 + z2







0 0 −y −z
0 0 −yV/c −zV/c
y yV/c 0 0
z zV/c 0 0






,

де враховано y′ = y, z′ = z. За рахунок лоренцевого скорочення
довжини заряд одиницi нитки в системi K дорiвнює q = γq′.
Оскiльки qV = I, одержуємо

E =

(

0,
2qy

y2 + z2
,

2qz

y2 + z2

)

, H =

(

0,
−2Iz

c(y2 + z2)
,

2Iy

c(y2 + z2)

)

,

що збiгається з вiдомим результатом магнiтостатики.

Задачi для самостiйної роботи

1. У системi вiдлiку K присутнi постiйнi електричне E

i магнiтне H поля. Знайти систему вiдлiку K ′, у якiй поля
паралельнi.

2. Визначити поле точкового заряду q, який рухається зi
швидкiстю v вздовж осi OX, провiвши перетворення Лорен-
ца вiд системи, у якiй заряд знаходиться в станi спокою, до
лабораторної.

3. Довести, що величина E2 − H2 є iнварiантна вiдносно
перетворень Лоренца.

4. Заряд q рухається в площинi XY вздовж прямої y =
= x − l зi сталою швидкiстю v i вiддаляється вiд початку ко-
ординат. У початковий момент часу t0 = 0 вiн знаходився на
осi X. Знайти розподiл об’ємної густини заряду ρ i об’ємної
густини струму j у просторi.

5.Визначити квазiстацiонарне електромагнiтне поле заря-
ду q, який повiльно рухається зi сталою швидкiстю v.

7. Випромiнювання хвиль

На практицi в багатьох випадках рух зарядiв у системi є
повiльний порiвняно зi швидкiстю свiтла, v � c. У такому разi
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розподiл зарядiв i струмiв змiнюється неiстотно за промiжок
часу ∆t′ = r′ · n/c � T , де T – характерний для системи про-
мiжок часу, за який розподiл змiнюється iстотно. Зрозумiло,
що останнiй має порядок перiоду випромiнювання. Оскiльки
ми вибрали початок координат усерединi системи, то r′ є вели-
чина порядку розмiру системи l ∼ V 1/3. Наближення, у якому
розподiл зарядiв i струмiв вважається незалежним вiд ∆t′, на-
зивається дипольним випромiнюванням. Воно є домiнуюче, i
тому в бiльшостi випадкiв ним можна обмежитися. Iз вимоги
малостi ∆t′ ∼ r/c � T випливає умова l � cT . Враховуючи,
що λ = cT дорiвнює довжинi хвилi, запишемо умову диполь-
ного випромiнювання у виглядi

l � λ. (7.1)

Вона означає, що розмiри системи повиннi бути набагато мен-
шими довжини випромiнюваної хвилi. Оскiльки порядок
l ∼ vT , то ми повертаємося до умови v � c.

У наближеннi дипольного випромiнювання напруженостi
магнiтного й електричного полiв мають такий вигляд:

H =
1

c2r

(

d2d

dt′2
× n

)

, (7.2)

E =
1

c2r

((

d2d

dt′2
× n

)

× n

)

. (7.3)

Як бачимо, випромiнювання визначається другою похiдною вiд
дипольного моменту системи d2d/dt′2 =

∑

qidv/dt′ =
∑

qiai.
Таким чином, заряди можуть випромiнювати хвилi, якщо вони
рухаються з прискоренням. Заряд, що рухається рiвномiрно,
хвиль не випромiнює. Це зрозумiло i з принципу вiдносностi.
У такому разi iснує система вiдлiку, в якiй заряд знаходиться
в станi спокою, а нерухомий заряд не випромiнює хвиль.

Iнтенсивнiсть випромiнювання визначається за форму-
лою

dId =
1

4πc3

(

d2d

dt′2
× n

)2

dΩ =
1

4πc3

(

d2d

dt′2

)2

sin2 θ dΩ, (7.4)
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де θ – кут мiж векторами d2d/dt′2 i n. Це є кiлькiсть енергiї, яка
випромiнюється системою за одиницю часу в елемент тiлесно-
го кута dΩ. Кутовий розподiл випромiнювання визначається
множником sin2 θ.

Пiдставляючи dΩ = 2π sin θ dθ i виконуючи iнтегрування
за змiнною dθ вiд 0 до π, обчислюємо повне випромiнювання:

Id =
2

3πc3

(

d2d

dt′2

)2

. (7.5)

Якщо маємо лише один заряд, який рухається в деякому зов-
нiшньому полi, то d = qr i d2d/dt′2 = qa, де a – прискорення
заряду. Для повного випромiнювання маємо

Iq =
2

3πc3
a2. (7.6)

Вiдзначимо, що замкнена система, що складається з час-
тинок, для яких вiдношення заряду до маси однакове, не може
випромiнювати дипольно. Справдi, для такої системи диполь-
ний момент є

d =
∑

i

qir
′

i =
∑

i

qi

mi
mir

′

i = const
∑

i

mir
′

i, (7.7)

де константа дорiвнює вiдношенню заряду до маси. У нере-
лятивiстському наближеннi

∑

i
mir

′

i = R
∑

i
mi, де R – радiус-

вектор центру iнерцiї системи. Центр iнерцiї рухається рiвно-
мiрно, i друга похiдна d дорiвнює нулю.

Приклад 7.1. Нерелятивiстський заряд q здiйснює гар-
монiчнi коливання вздовж прямої лiнiї з амплiтудою A та ци-
клiчною частотою ω. Знайти iнтенсивнiсть та поляризацiю ди-
польного випромiнювання залежно вiд напрямку в просторi.

Оберемо вiсь z вздовж напрямку руху заряду. Тодi закон
руху заряду буде

R(t) = Aez cos ωt,
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а дипольний момент матиме вигляд

d(t) = qR(t) = qAez cosωt.

Друга похiдна за часом вiд дипольного моменту

d′′(t) = −qAω2ez cos ωt.

У дипольному наближеннi випромiнювана електромагнi-
тна хвиля матиме такi електричне та магнiтне поля:

E(r, t) =
1

c2r

(

d′′(t − r/c) ×
r

r

)

×
r

r
,

H(r, t) =
1

c2r

(

d′′(t − r/c) ×
r

r

)

,

де r – радiус-вектор точки, де в момент часу t спостерiгається
хвиля.

Обчислимо електричне поле. Застосувавши тотожностi
векторної алгебри, знайдемо

(

d′′ ×
r

r

)

×
r

r
= d′′ −

r

r

(

d′′ ·
r

r

)

.

Звiдси
(

d′′(t − r/c) ×
r

r

)

×
r

r
= −qAω2 cos(ωt − kr)

[

ez −
r

r

(

ez ·
r

r

)]

,

де через k = ω/c позначений модуль хвильового вектора.
Уведемо сферичну систему координат. Оскiльки

r = r er, ez = er cos θ − eθ sin θ,

одержимо

E(r, t) =
qAω2

c2r
sin θ eθ cos(ωt − kr).
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Як видно з формули, хвиля є монохроматична, лiнiйно поля-
ризована. Електричне поле лежить у площинi руху заряду, що
випромiнює хвилi.

Густина потоку енергiї, осереднена за перiодом хвилi, до-
рiвнює

Π =
c

4π
E2 =

q2A2ω4

8πc3r2
sin2 θ.

Вона має максимум у напрямку, перпендикулярному напрямку
руху заряду (θ = π/2). А в напрямку руху заряду (θ = 0, π)
випромiнювання вiдсутнє.

Обчислимо iнтенсивнiсть випромiнювання. Для цього роз-
глянемо елемент тiлесного кута dΩ в напрямку θ. Цей тiлесний
кут вирiзає на вiдстанi r площу dS = r2dΩ, через яку проходить
енергiя dI = ΠdS = Πr2dΩ. Звiдси одержимо iнтенсивнiсть ви-
промiнювання залежно вiд напрямку в просторi:

dI

dΩ
=

q2A2ω4

8πc3
sin2 θ.

Цей результат можна одержати безпосередньо з формули (7.4),
якщо пiдставити осереднений за перiодом квадрат другої похi-
дної вiд дипольного моменту:

(d′′)2 =
1

2
q2A2ω4.

Тодi повна iнтенсивнiсть випромiнювання по всiх напрямках
буде такою:

I =
q2A2ω4

3πc3
.

Задачi для самостiйної роботи

1. Через конденсатор пролетiла частинка з масою m i за-
рядом q. Вiдстань мiж обкладками конденсатора дорiвнює l, а
напруженiсть електричного поля E. Кут мiж вектором E i на-
прямком швидкостi v0 частинки пiд час влiтання дорiвнював α.
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Знаки заряду q i cos α однаковi. Знайти енергiю W , яку витра-
чає частинка на дипольне випромiнювання в ходi пролiтання
через конденсатор.

2. Найпростiша лiнiйна антена являє собою тонкий пря-
молiнiйний дрiт довжиною l, по якому протiкає струм J =
= J0 cos ωt. Визначити iнтенсивнiсть I довгохвильового випро-
мiнювання антени в середньому за часом за перiод коливання
струму.

3. Протон iз масою m i зарядом q рухається перпендику-
лярно однорiдному магнiтному полю з напруженiстю H. Його
кiнетична енергiя в початковий момент часу t0 = 0 дорiвнює
W0. Знайти закон зменшення кiнетичної енергiї W , обумовле-
ний дипольним випромiнюванням.

4. Лiнiйно поляризована плоска хвиля падає на вiльний
електрон iз масою m i зарядом q. Визначити ефективний пе-
рерiз dσ розсiяння хвилi в тiлесний кут dΩ як функцiю кутiв
розсiювання. Знайти повний перерiз σ розсiювання.

5. Довести, що дипольне випромiнювання пiд час зiткне-
ння двох однакових частинок вiдсутнє.

6. Частинка iз зарядом q, що рухається зi швидкiстю v,
пружно вiдбивається вiд деякої площини. Визначити довгохви-
льову частину спектра випромiнювання пiд час зiткнення.

7. Знайти час, протягом якого частинка, що рухається
за орбiтою, яка являє собою коло, впаде на заряджений центр
унаслiдок витрати енергiї на електромагнiтне випромiнювання.

8. Нерелятивiстський заряд q рухається вздовж кола ра-
дiуса R зi сталою швидкiстю v. Визначити iнтенсивнiсть та по-
ляризацiю дипольного випромiнювання залежно вiд напрямку
в просторi.
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